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Tree-reweighted近 似 に よ るIsing逆 問 題 の 解

　　　　　　　　　　 佐野 崇*

     A Solution to the Inverse Ising Problem in Tree-reweighted Approximation 

                                   Takashi Sano 

 ABSTRACT: To develop an efficient and accurate method for learning in the Ising model, we apply 

the tree-reweighted approximation to compute the partition function. Using the tree-reweighted ap-

proximation, we can optimize the rigorous lower bound of the exact objective function. By solving the 

moment-matching and self-consistency conditions analytically, we can derive the interaction matrix as a 

function of the given data statistics. With this solution, we can obtain the optimal interaction matrix 

without iterative computation. To evaluate the accuracy of the proposed inverse formula, we compared 

our results to those obtained by existing inverse formulae obtained by other approximations. In an ex-

periment to reconstruct the interaction matrix, we found that the proposed formula returns the best 

estimates in strongly-attractive regions for various graph structures. 
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1は じめに

Isingス ピン模型(Boltzmannマ シン)は 、2値 確

率変数 を持つ無向グラフィカルモデルである。Ising

モデルは単純な構造 をしているが、分配関数の計算

には大規模な和が現れ、厳密計算は難 しい。Ising模

型 はスピングラス等の物理現象のモデルとして重要

であるだけでな く、画像認識 などの機械学習器[2]、

生物学データのモデル化[3]な ど応用は多岐に渡る。

与えられたIsing模 型から、確率変数の相関を求め

ることを順問題 という。逆に、データから相関を計

算 した後に、相関行列からIsing模 型のパラメータを

推定することを逆問題 とい う。逆問題は、学習の問

題 に他ならない。順問題、逆問題 ともに、その難 しさ

は、分配関数の計算の難 しさに帰着で きる。先行研

究では、変分法であるBathe近 似 を用いて、逆問題

を近似的に解 き、パ ラメータを相関行列の関数 とし

て表 している[4,5]。 近似の範囲内であるが、この方

法 には、サ ンプリング法などに現れる反復計算が必

要なく、極めて小 さい計算 コス トで逆問題が解ける

ことが利点である。

Bethe近 似 はグラフが木 に近い ときに精度が良

くなる と期待 で きるが、一般 には精度 を保証す る

理 論 的根 拠 があ るわ けで はない。一 方で 、Tree-

reweighted(TRW)近 似[6]は 、真の分配関数の上

限を与 えることがで きる。そのため、真の 目的関数

の下限を最適化することで、近似的に逆問題 を解 く

ことができる[7]。 本論文では、Ising模 型の場合 に

TRW自 由エネルギーを導出し、それを解析すること

で、Bethe近 似 と同様の逆 問題 の解 を求めた。 この

解 は真の 目的関数の下限を与 え、かつ計算 コス トも

小 さい。Bethe近 似 とTRW近 似の精度を、い くつ

かの場合に実験的に評価 したところ、特 に引力の強

い場合 に、TRW近 似のほ うが精度が良いことが わ

かった[1]。

本論文 は次のように構成される。次の節で、Ising

模型 と順 問題、逆 問題 の定式化 を行 う。3節 で は

Bethe近 似 による順Ising問 題 と逆Ising問 題の解法

をまとめる。4節 で、TRW近 似を導入 し、TRW近

似 による逆Ising問 題の解を与 える。5節 では、導出

したTRW近 似 とBethe近 似 の解 を実験的に比較す

る。6節 はまとめの節である。
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21sing模 型

Ising模 型 は2値 確 率 変 数 のpair-wiseな 相 互 作 用

を 記 述 す る 確 率 模 型 で あ る。 確 率 変 数Si={±1}の

集 合 をV,相 互 作 用 の あ る 変 数 の 組(edge)の 集 合 を

Eと す る と、Ising模 型 の エ ネル ギ ー 関 数 は次 の よ う

に 定 義 さ れ る 。

E(・)一 一 Σ 緬8ゴ ー Σh・ ・i(・)

〈Z3>∈E乞 ∈V

こ こでJTij,馬 は モ デ ル パ ラ メ ー タで あ り、 そ れ ぞ れ

2ス ピ ン、1ス ピ ン に対 す る ポ テ ンシ ャル を表 す 。 確

率 分 布 関 数 は 、Boltzmann分 布 と して 与 え られ る 。

1
P(・)-7・xp(-E(・))(2)

こ こで 、 規 格 化 因 子 と して 分 配 関 数Zを 定 義 した 。

Z(」,h)一 Σ ・xp(-E(・))(3)

S

応 用 上 興 味 が あ る の は 、 与 え ら れ た パ ラ メ ー タ に

対 して 、 あ る 変 数Siの 期 待 値 〈Si>や 、2つ の 変 数

の 間 の相 関 〈SiSゴ〉を求 め る こ とで あ る。 この よ う に

Ising模 型 か ら変 数 の相 関 を求 め る こ と を、Ising模

型 に対 す る 順 問 題 と呼 ぶ 。 定 義 よ り明 ら か に、 も し

分 配 関 数 が 」,hの 関 数 と して計 算 で き れ ば 、 こ れ ら

の 値 は 直 ち に求 め る こ とが で き 、順 問 題 が 解 け た こ

と に な る。 しか し、 ご く限 られ た 場 合 を 除 き、分 配 関

数 を厳 密 に計 算 す る こ と は困 難 で あ る。

次 に、Ising模 型 に対 す る逆 問 題 を述 べ る。 逆 問 題

で は 、ス ピ ン変 数 の デ ー タ集 合 が 与 え られ る:s(i),i=

1,_,L.こ の と き、模 型 のパ ラ メ ー タJJij,hiを 、可

能 な 限 りデ ー タ を再 現 す る よ う に定 め る。 す な わ ち 、

つ ぎ の 対 数 尤 度 関 数 を最 大 化 す る よ う にパ ラ メ ー タ

を 選 ぶ 。

圭 重lnPぽ))一 一 〈E>d。、a-lnZ(4)
i=1

こ こで 、 〈_>dat、 は、 デ ー タ 集 合 に よ る平 均 を意 味

す る:〈!>d。tα ≡ 去 Σ 仁1!(sω).言 い 換 え れ ば 、 逆

問題 はデータからのモデルの学習に他ならない。

逆問題の素朴 な解法は、(4)式 をパラメータ」η,hi

で微分 し、勾配がゼロになる点を求めることである。

しか しなが ら、順問題 の場合 と同様 に、分配関数 を

パ ラメー タの関数 として求めることは難 しく、 した

がって勾配を計算することも難 しい。

3Bethe近 似

こ こ で は 、 まずBethe近 似 に よ っ て 、 順Ising問

題 を近 似 的 に解 く方 法 を紹 介 す る。 そ の 後 、順Ising

問 題 の 近 似 解 法 を利 用 して 、 逆Ising問 題 の 解 を 与

え る 。

3.1川 頁問題

Bethe近 似 は変 分 近 似 法 の 一 種 で あ る。 変 分 近 似

で は 、 真 の 分 布P(s)を 、 よ り評 価 しや す い 変 分 分 布

Q(s)で 近 似 す る 。Bethe近 似 で は 次 の よ う に 、 隣 接

す る 変 数 との 相 関 の み を考 え る 。

卿 恥)暴gl畿 調) (5)

こ こ で 、周 辺 確 率 分 布qi(Si),%(Si,8の は 変 分 パ ラ

メ ー タで あ る 。

確 率 変 数 が2値 で あ る こ と を使 う と、 周 辺 確 率 分

布%%は 、

1
qi(・の=E(1棚8の(6)

1

αiゴ(・i,・ゴ)=互((1+miSi)(1+mゴ ・ゴ)+cが 諺・ゴ)

(7)

と書 き表 す こ とが で き る 。 こ こ で 、miはSiの 平

均 、%は 鞠5ゴ のconnected相 関 を意 味 す る;mi=

〈8i>Q=Σ 。、Siqi(8∂,Ciゴ=〈8iSゴ>Q-mimゴ ・

変 分 分 布(5)をmi,侮 で 表 し、 真 の 確 率 分 布 と

のKL情 報 量 を最 小 化 す る こ とで 、 変 分 パ ラ メ ー タ

m,,Cijを 決 定 す る こ とが で き る 。KL情 報 量 の 最 小

化 は、 次 のBethe自 由 エ ネ ル ギ ー の 最 小 化 と等 価 で

あ る 。

一FB。・h。(mi,・iゴ)一 一 Σ 」,ゴ(・iゴ棚mゴ)一 Σh・mi

〈¢ゴ〉 諺

一 ΣH[qiゴ]一 Σ(・ 一 ㊧H[q・]

〈zフ〉 乞

(8)

こ こで 、H[q]は 、確 率 分 布qの エ ン トロ ピー で あ る:

H回=一 Σ 、g(s)lnq(s).ま た 、diは 、変 数5② と接

続 す るエ ッ ジの 数 で あ る 。

Bethe近 似 の 範 囲 内 で 順 問題 は 、-FB。th。の 最 小 化

に 帰 着 す る 。 そ こ で 、mi,Cη に よ る 一FB。theの微 分 を

考 え る・ ∂FBethe/∂mi=0,∂FBethe/∂ 侮=0を 連

一20一
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立 して解 くと、物 は次の方程式 を満たす。

物一一 ト+写・鴫!臆 州

(9)

た だ し、 砺=tanh(」 ¢ゴ)、ま た 関 数!(ml,m2,t)は

次 の よ う に定 義 され る 。

!(Ml,M2,t)

1-t2-(1-t2)2-4t(ml-m2t)(m2-mlt)

2t(M2-mlt)

(10)

し た が っ て 、Bethe近 似 に よ るIsing順 問 題 の 解 法

は 、式(9)の 固 定 点 と してmiを 求 め る こ と に帰 着 さ

れ る 。

Bethe近 似 に は 、 グ ラ フ構 造 が 木 の(閉 路 が な い)

場 合 、 厳 密 な 解 を 与 え る と い う 重 要 な 性 質 が あ る 。

この と き 、Bethe自 由 エ ネ ル ギ ー は 変 分 パ ラ メ ー タ

に つ い て 凸 で あ り、 固 定 点 方 程 式 の 解 が 大 域 的 な 最

小 解 で あ る こ とが 保 証 され る。

3.2逆 問題

逆 問 題 は 、モ デ ル か ら計 算 され た 相 関 と、デ ー タの

相 関 を 一 致 させ る こ と で パ ラ メ ー タ を 決 定 す る 。 モ

デ ル か ら の相 関 の 計 算 法 と し て、connected相 関Gゴ

が 、 分 配 関 数 の パ ラ メ ー タ依 存 性 か ら 求 ま る こ と を

利 用 す る 、線 形 応 答 理 論 を用 い た もの で あ る[8]

∂miq

ゴ=〈8盛8ゴ〉一 〈Sz>〈Sj>=(11)∂ん
ゴ

した が っ て 、

∂ん乞(0-1)
ij=(12)∂

mゴ

miの 固 定 点 方程 式(9)の 両 辺 をmjで 微 分 す る こ

とで 、 相 関係 数 の逆 行 列 〇-1と 、 パ ラ メ ー タ ん を

関 連 付 け る こ とが で きる 。 而 につ い て 解 く と、次 の

よ う に な る 。

房A-一 ・t・nh[2(t,、)、
、〉瓦

1

(〉 瓦 一2m、m、(0-1),、)2-4(0-1)易

(13)

で あ る。

す な わ ち 、デ ー タか ら平 均miと 相 関 行 列Oijを 計

算で きれば、J冴Aに よって、反復計算 を行わず にパ

ラ メ ー タ を近 似 計 算 で き る。

4Tree-Reweighted近 似

Tree-Reweighted(TRW)近 似 で は 、模 型 の エ ッ ジ

〈乞,の に対 す る非 負 の 値 エ ッ ジ 出 現 確 率 ρη を用 い る

(図1)。 与 え られ た ρ を用 い る と、 分 配 関 数Zの 上

界 を次 の よ う に与 え る こ とが で き る[6]。

Z(」,h)≦zTRVV(」,h,ρ)一 ・xp(一 舟 ㎜ ・(」,h,ρ))

(15)

こ こで 、-FTRWは 、TRW自 由 エ ネ ル ギ ー

.FTRW-一 Σ 」,ゴ(・iゴ+m・mゴ)一 Σh・mi

〈¢ゴ〉 諺

一 Σ ρ剥%]一 Σ(・ 一 Σ ρiゴ)H[qi](・6)

〈乞ゴ>iゴ ∈N(i)

の 最 小 値 を表 す 。

TRW近 似 に よ っ てIsing逆 問題 を扱 う場 合 、Bethe

近 似 に お け るBethe自 由 エ ネ ル ギ ー をTRW自 由エ

ネ ル ギ ー に 置 き換 え れ ば 全 く同 様 に計 算 が 行 え る 。

TRW近 似 で の 逆 問 題 の 解.TTRvvは 次 の よ う に 求

ま る。

珊W-一 脚h[2(∂ ≒渇》可

+
2(i-、)(Pt-2蜘 ∂-1)z・)2-4(∂-1)1"

-mimゴ](17)

た だ し 、(0-1)η=(0-1渇/ρij,ま たDは

十
2(c-1)

-mimゴ]

こ こ で 、

D・ゴー1+4(1-m多)(1-mヨ)(0-1)易(14)

D・j-1+4(1_m?乞)(1-m多)(C-1)易(18)

である。

TRW近 似を用いる利点の1つ は、TRW近 似の目

的関数が、真の目的関数の下界 になっていることで

ある[7]。 このことは、分配関数の大小関係から直ち

に理解できる。

i-iSi)lnP(・(・))一 一 〈E>d。,a-lnZ

i=1

≧ 一 〈E>d血 一lnzTRW≡zTRW

(19)
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図1閉 路 の あ る グ ラ フ の ρ の 決 め 方 。 左:元 の グ

ラ フ 。 右 の3つ:元 の グ ラ フ か らい くつ か エ ッジ を

除 い た3つ の 木 グ ラ フ 。Aか らEの エ ッ ジが 、 こ

の3つ の 木 グ ラ フ の 中 で 何 回 現 れ る か で ρ を 決 定

で きる 。 こ の 場 合 は 、ρA=1/3,ρB=ρc=ρD=

2/3,ρE=1で あ る 。

5数 値実験

Bethe近 似 とTRW近 似 による逆Ising問 題の解

を数値的 に比較す るため に、2次 元格子模型 を用い

て評価 を行った。引力 と混合相互作用の2種 類を考

え、Gibbsサ ンプ リングによって計算 された相関か

ら、結合パ ラメータを再構成 できるか どうかで手法

を評価 した。推定値の誤差は、推定値Jio・と真の値

劣ueを 用 い て 、 次 の 尺 度 で評 価 した[4]。

Σ<ゆ(み ゴー 棚e)2
△」=

Σ<ゆ(剃e)2
(20)

変 数 数 はN=7×7と した 。 パ ラ メ ー タ は、引 力 の

場 合 は ゐゴ～tt[O,ω]、 混 合 の 場 合 は ゐゴ～tt[一 ω,ω]

と した 。 ω は 結 合 強 度 を 表 す 。 バ イ ア ス は ど ち らの

場 合 もhi～u[-0.05,0.05]で あ る。

逆 公 式 は 、Bethe近 似(13)、TRW近 似(17)

の 他 に 、Independent-Pair(IP)近 似 とSessak-

Monasson(SM)近 似 を比 較 した 。TRW近 似 に は エ

ッジ 出 現 確 率 ρ乞ゴ を定 め る必 要 が あ るが 、今 回 は 、変

数 数Nと エ ッジ 数IEIを 用 い て 、ρη=(N-1)/IEI

とい う一 様 な値 を採 用 した 。

図2に 、2次 元 格 子 模 型 の 結 果 を 示 し た 。 引 力 の

場 合 に は 、特 に相 互 作 用 が 大 きい場 合 に 、TRW近 似

が も っ と も精 度 が 良 い こ とが わ か る 。 混 合 相 互 作 用

の 場 合 に は 、Bethe近 似 やSM近 似 の 方 が 精 度 が 良

か った が 、TRW近 似 もそ れ ら に近 い精 度 を示 した 。

6お わ りに

本論文では、Ising逆 問題に対 して、TRw近 似 に

よる解 を与えた。解析的にTRW近 似解 を与 えたこ

とで、相関行列か ら模型パラメータを求めるのに必

ぐ

」
o
L
」Φ

coupllngstrengthω

102

ぐ

」
o
L
」Φ

⊂oupllngstrengthω

図22次 元 格子模 型の場 合の、IP近 似 、Bethe近

似 、TRW近 似 の比較 。左 が 引力相互作 用、 右が混

合相 互作用 の場合 であ る。

要な計算 コス トを非常に小 さくす ることがで きた。

この ような解析解の導出は、Bethe近 似 には先行研

究[4,5]が あったが、TRW近 似に対 しては本研究が

初めてである。

TRW近 似解 とBethe近 似解 を2次 元格子模型で

比較 したところ、特に引力が強い領域で、TRW近 似

が もっとも精度が良 く、それ以外の領域で も既存手

法 と同等の精度を示 した。

本研究では、エ ッジ出現確率 ρη を1つ に固定 し

て性能評価 を行 った。 より精度を求めるならば、本

来は 殉 についても最適化を行 うべきであ り、今後の

研究課題である。
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