
成 瞑 大 学 理 工 学 研 究 報 告

J.Fac.Sci.Tech.,SeikeiUniv.

Vol.52No.2(2015)pp.11-12

球面上の四角形分割のマイナー関係について
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ABSTRACT:Wepresentaminorrelationforquadrangulationsonthesphere.Itisknownthatminor

operationsmighttransformaquadrangulationintoanothergraphwhichisnotaquadrangulation.We

introducenewtransformationsforquadrangulations,wheretheyconsistofasequenceofminoroperations.

ThenwefindasequenceofquadrangulationsG=GO,Gl,G2,_.,Gk=C4(a4-cycle),whereGi+lis

obtainedfromGibyanapplicationofoneofouroperations.
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1.は じめ に

グラフ ・マイナー理論 とは,Robertson-Seymourに よ っ

て体系化 された グラフ理論にお ける重要な理論のひ とつ

であ る.Robertson-Seymourに よ る計20編 以 上か らな る

論文集GraphMinorsに お いて,彼 らは数々の重要なマイ

ナーに関す る定理を証明 してい る.そ の 中で も特 に有名

なのは,「マイナー関係に関 して閉 じてい るグラフの集合

は,有 限個の禁止マイナーに よって特徴付 けられ る」 と

い う定理であ る.こ れに よ り,様 々な グラフの クラス に

おいて,禁 止マイナーに よる特徴付 けやマイナー操作 に

よるグ ラフの生成定理な どが証明 されて きた.し か し,

一般 にマイナー操作は グラフの染色数 を保存 しない こ と

な どか ら,グ ラフのマイナー操作は二部 グラフに対 して

はあま り相性 が良 くない と考え られてきた.実 際,二 部

グ ラフのマイナーに関 してはあま り研 究が進んでいない.

一 方 で
,あ る閉 曲面S上 に辺 の交差 な く描 くこ とがで

き るグ ラフ全体の集 合は,マ イナーに関 して閉 じてい る

ことが知 られてい る.し たがって,こ れまで に平面的 グ

ラフの特徴 づけ と して有名 なKuratowskiの 定 理 をは じめ

とす る様 々な曲面上の グラフのマイナー関係 に関す る定

理が証明 されてきた.し か しなが ら,一 般の グラフと同

様 に,曲 面上の二部 グラフに関す る研 究は ほとん どされ
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てこなかった.

そこで我々は,二 部グラフである球面上の四角形分割

において,マ イナー操作を組み合わせて得られる新たな

局所変形を四角形分割に対して定義し,そ れらの変形に

よる球面四角形分割におけるマイナー関係を発見した.

2.準 備

グラフGと は,有 限集合(頂 点集合)Vと その二元部分

集合族(辺 集合)Eと の組である。球面上に辺の交差なく

描かれた各面が4一サイクルグラフC4(図1)で 囲まれて

いるグラフのことを四角形分割 と呼ぶ(図2).ま た,任

意の四角形分割は二部グラフであることが知られている

ことから,以 降,四 角形分割の頂点を黒 と白で図1,2の

ように塗 り分けておく.

口 図
図14一 サイクルグ ラフC4図2四 角形分割の例

グラフのマイナー操 作 とは,図3で 示 され る 「辺の除

去,辺 の縮約,孤 立点の除去」か らな る三つの変形操作で

あ る.あ るグラフGか らこれ らの操作の連続 によって異

なるグラフHに 変形で きた とき,HはGの マイナーであ る
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と い う.
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図3マ イナー操作(上 から辺の除去,縮 約,孤 立点除去)

3.主 結 果
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図5(上 か ら)2-vertexremovalとhexagonalcontraction

第1章 で述べた よ うに,こ れまで グラフ ・マイナー理

論では二部グ ラフのマイナー関係 についての研究が あま

りされて こなかった.そ こで我々はまず二部 グラフのひ

とっであ る四角形分割全体のマイナー関係 を明 らか に し

よ うと考えた.し か しなが ら,図3か らも明 らかな よ う

に,一 般 にマイナー操作は与 えられた グラフが 四角形分

割 であ ることを保 存 しない.ま た,任 意の 四角形分割は

面縮約(図4)と い う減少操作 によ りC4に 変形で きるこ

とが知 られてい るが[2],面 縮 約は一般 にはマイナー関係

を保 存 しない こともわかってい る[1].

ゆ

図4面 縮約

そ こで我々は,四 角形分割のマイナー関係 を考 えるた

め,四 角形分割であ ることを保存す るよ うな二つの新 し

い変形(hexagonal-contraction,2-vertexremoval,図5)を

定 義 し,任 意の 四角形分割 が この二つの変形に よってC4

に 変形でき ることを証明 した.(こ の二つの変形が図3で

表 してい る三つのマイナー操作 を何回か適用す ると得 ら

れ ることは比較的簡単に分か る.)

定 理1(Bauetal.[1]).任 意 の 四 角 形 分 割Gに 対 し,以 下

の 二 つ の 条 件(i),(ii)を 満 た す 四 角 形 分 割 の 列G-Go,Gl,

G2,...,Gk-C4が 存 在 す る 。

(i)任 意 のi<jに つ い て,GjはGlの マ イ ナ ー で あ る.

(ii)Gi+1はGiか らhexagonalcontractionか2-vertexremovalに

よ っ て 得 られ る.

この定理によって四角形分割全体に対し,ひ とつのマ

イナー関係を定めることに成功し,二 部グラフにおける

グラフ ・マイナー理論の構築に貢献することができた.

今後は,本 定理の他の曲面への拡張も含めた曲面上の二

部グラフにおけるマイナー関係に関する理論をより発展

させていきたいと考えている.
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